ENPC - Paris Tech Oral de mathématiques 2019

Sujet

Vous commencerez obligatoirement, par exposer le premier exercice.

Exercice 1

Soit E un R-espace vectoriel. On note idg ’application identité de F.
Pour tout endomorphisme f de E, on note f* = idg et pour tout entier naturel k, f*t1 = fko f.
Soit p € N*. On dit qu’un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre p s’il existe un élément @ de E vérifiant les trois

conditions suivantes :
. f@)=a

e la famille (@, f(@), ..., fP~(a@)) est génératrice de F
(@

f
f

o la famille
La famille (@, f(@), ..., fP~(a@)) est alors appelée cycle de f.

a
(@), ..., fP~1(@)) est constituée d’éléments deux a deux distincts.

1. Dans cette question, E = R2. On considére f : R? — R? I'application définie par f : (z,y) — (—y, ).
(a) Montrer que f est un endomorphisme de R2.
(b) En considérant @ = (1,0), observer que f est cyclique d’ordre p, l'entier p étant & préciser.

2. Dans cette question E = Vect(sin, cos) est le sous-espace vectoriel de R engendré par les fonctions sin et cos,

ott R® désigne 1’ensemble des fonctions de R dans R.

(a) Déterminer une base de E.

(b) Soit p € N\{0;1;2}. Pour f € E, on note 7,(f) l'application définie par 7,(f) :  — f (x + 2;)
Montrer que 7,(f) € E.

(c) Montrer que 7, : f — 7,(f) est un endomorphisme de E.

(d) On pose f = sin. Exprimer, pour k € N, T;f (f) en fonction des vecteurs de la base de E trouvée en 2.a.

Montrer que pour tous k,/ € N, on a 7¥(f) = 7/(f) < k=1{[p].

(e) Montrer que 7, est cyclique d’ordre p.

Exercice 2

1. Soit zp € R. On définit la suite (uy,) par ug = g et Vn € N, up41 = Arctan(u,,).

(a) Démontrer que la suite (u,,) est monotone, puis déterminer son sens de variation en fonction de la valeur de

Zo.
(b) Montrer que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

2. Déterminer I’ensemble des fonctions h continues sur R telles que Vo € R, h(z) = h (Arctan(z)).
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Vous commencerez obligatoirement par exposer le premier exercice.

Exercice 1 : Intégrales de Dirichlet

* t
Soit f la fonction définie sur |0, 7] par f:z — / In (2 sin 2) dt
0
1. (a) Montrer que f est bien définie sur |0, 7].

(b) Montrer que f admet en prolongement par continuité en xz = 0.

2. On pose I = f(m) et J :/ In (QCOS ;) dt.
0

(a) Montrer que I = J.

2m
t
(b) Montrer que / In (2 sin 2) dt =1

(c) En utilisant I + J et les résultats de (a) et (b), montrer que I = 0.

xr
3. (a) Donner une expression de / Intdt.
0

/()

(b) Déterminer la limite quand = — 0, > 0 de . (On pourra utiliser inégalité sinu < u pour u € RT)

* t
4. (a) Montrer que pour tout x € [0, 7] : f(z) = / In (2 sin 2) dt.

(b) En déduire que f est dérivable sur |0, 7], donner sa dérivée, et étudier les variations de f sur [0, 7].

Exercice 2

Une salle de spectacle contient N sieges avec N > 1. Un spectateur étourdi a perdu son billet et ne connait plus
le numéro de sa place. Il arrive a se faufiler en premier dans la salle et prend un siege au hasard. Puis les autres
spectateurs rentrent dans la salle un par un et s’installent a leur place (soit elle est directement libre, soit elle est
occupée par ’étourdi & qui ils demandent de bouger, et ’étourdi reprend un siege au hasard dans les places vides
restantes).

On suppose que tous les billets sont vendus.

On pose X la variable aléatoire égale au nombre de changements de place effectués par 1’étourdi.

1. (a) Déterminer X (92).
(b) Calculer P(Xny =0) et P(Xy =N —1)

2. Pour N > 2, en considérant ce que fait la premiére personne entrant dans la salle de spectacle apres I'étourdi,
écrire une relation de récurrence entre P(Xy = k) et P(Xny_1 =k),P(Xy—1=k—1),pour ke [1; N—-1].

Retrouver ainsi la valeur de P(Xy = N —1).

3. (a) Ecrire une relation de récurrence entre E(Xy) et E(Xy_1).

(b) En déduire 'expression de l'espérance de X .





